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Platonische Korper

Schon in der Antike wurden die platonischen Korper  Zahlen, fur universelle und schon ewig existierende
aufgrund der Regelmiligkeit und Schonheit als gott-  Bestandteile unseres Universums, aber die Aura der
liche Geschopfe betrachtet. Wir halten oft mathemati-  platonischen Korper leuchtet in der Mathematik mit
sche Aussagen und GroBen, wie z. B. die natirlichen  besonderem Glanz.

Farbbilder aus B. Janzen, K. Polthier MESH - Eine Reise durch die diskrete Geometrie DVD Video - Springer, 2008
Platon Timaios Reclam Verlag, 2003
Platon http://www.e-text.org/text/Platon - Timaios.pdf Timaios
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Platonische Korper

Die platonischen Korper sind besonders regelmilige
Formen: Jede Seitenflache ist ein reguléres Polygon, alle
Fléchen eines solchen Korpers sind gleich, und ebenso
haben alle Eckenkonfigurationen volle Symmetrie. Von
dieser Art, das wussten schon die Griechen zur Zeit Pla-
tons, gibt es genau funf: das Tetraeder, das Hexaeder
(oder Wiirfel), das Oktaeder, das Ikosaeder und das
Dodekaeder. Alle finf platonischen Kérper sind nach
der Anzahl ihrer Seitenflichen benannt. Das Dodeka-
eder wurde erst spater gefunden und war daher ein be-
sonderes Heiligtum.

Stehen die ersten vier Polyeder fur die Elemente der
griechischen Naturphilosophie (Erde, Feuer, Luft,
Wasser), so représentiert das Dodekaeder das ganze
Universum (Quintessenz = funfte Essenz). Im Buch
Timaios begrindet Platon (428-348 v. Chr.) eine Na-
turphilosophie auf der Geometrie von Dreiecksflachen,
ausgehend von den platonischen Kérpern. Etwa zwei-
tausend Jahre nach Platon werden die platonischen
Korper wieder herangezogen, und erneut fur nichts
Geringeres als zur Beschreibung des Universums ein-
gesetzt. Nach Johannes F. Kepler (1571-1630) bewe-
gen sich die Planeten im Sonnensystem auf Inkugeln

und Umbkugeln von ineinander geschachtelten platoni-
schen Korpern. Das Video ,Mesh® visualisiert mit ei-
nem Augenzwinkern anschaulich diese Philosophien.
Auch heute haben die platonischen Korper nichts von
ithrer Faszination eingebu3t. In der Tat leben regelmé-
Bige Korper als Radiolarien, Kristalle, Viren, Fullerene,
FuBbélle und andere Formen ganz harmonisch in un-
serer taglichen Welt.

=~

Bild zu Keplers Modell des Sonnensystems: Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/File:Kepler-solar-system-1.png
Original erschienen in: J. Kepler Mysterium Cosmographicum 1596
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1 Polyedrische Modelle

Dualitat und Symmetrie

Auf den ersten Blick erscheinen die funf platonischen
Korper als Unikate ohne einen einfachen Bezug zuein-
ander. Durch eine geschickte Anordnung kénnen wir
Jedoch eine gemeinsame Struktur in threm Aufbau und
in thren Symmetrie-Eigenschaften erkennen: Im Bild

Aufbau und Symmetrie der
funf platonischen Kérper

oben beginnen wir mit einem Wirfel und seinem dua-
len Oktaeder (s. rechte Seite), dessen Ecken wir in die
Flachenmitten des Wurfels legen. Zur besseren Orien-
tierung verlangern wir die Oktaederecken zum grinen
Achsenkreuz. Das Tetraeder kann unter Verwendung

(

I. Agricola T. Friedrich Elementargeometrie Vieweg-Verlag, 2005
H. S. M. Coxeter Regular Polytopes Dover Publications, 1973



Auszug aus:
Bilder der Mathematik
Georg Glaeser, Konrad Polthier

Dualitdat und Symmetrie 4

Dodekaeder
und lkosaeder

der Halfte der Wiirfelecken zwischen Wiirfel und Oktaeder einge-
schrieben werden. Auf jeder der sechs Wiirfelseiten kommt genau
eine Tetraederkante zu liegen. Nun setzen wir auf jede Wurfelseite
ein kleines orangenfarbenes Dach: Dabei wahlen wir die Giebel-
hohe gerade so hoch, dass zwei benachbarte Décher langs ihrer ge-
meinsamen Wurfelkante ein ebenes Funfeck bilden. Zu den zwolf
Wiirfelkanten erhalten wir damit die zwolf Funfecke eines Dode-
kaeders. Auch die Anzahl der Ecken (8 + 2 - 6) und Kanten (5 - 6)
des Dodekaeders lassen sich bei dieser Konstruktion leicht aus den
Wiirfeldaten (8) und (6) errechnen. Zum Schluss wird das Tkosa-

eder als dualer Kérper dem Dodekaeder umschrieben.

Das grune Achsenkreuz markiert tibrigens sechs der 30 Ikosaeder-
kanten als eine ausgezeichnete Menge von Kanten. Durch fiinfzéh-
lige Rotation der Menge um eine beliebige Ikosaederecke erhalten
wir insgesamt funf disjunkte Kantenmengen. Symmetrien dieser
Art sind in der Tkosaedergruppe sichtbar, die die Obergruppe aller
Symmetriegruppen der platonischen Korper darstellt.

Dualitat

Die platonischen Korper bilden in
natirlicher Weise Paare von zuein-
ander dualen Korpern: Dodekaeder-
Tkosaeder, Wiirfel-Oktaeder und Tet-
raeder-Tetraeder. Bei dualen Kérpern
liegen die Eckpunkte des einen (blau-
en) Korpers jeweils in der Flachen-
mitte des dualen (orangenfarbenen)
Korpers, und umgekehrt. Die Anzahl
der Ecken und Flachen von zwei du-
alen Korpern stimmt daher in der Ta-
belle kreuzweise tberein. Die Anzahl
der Kanten sind sogar gleich:

Ecken Kanten Flichen

Tetraeder 4 6 4
Wiirfel 8 12 6
Oktaeder 6 12 8

Dodekaeder 20 30 12
Tkosaeder 12 30 20

Ubrigens ist die alternierende Sum-
me von Ecken - Kanten + Flachen,
genannt Euler-Charakteristik, fur alle
spharischen Polyeder immer gleich 2.

Wiirfel und
Oktaeder

Selbstduales
Tetraeder-Paar
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Archimedische Korper

GroBes Rhomben-
ikosidodekaeder

Nach den platonischen

Kérpern umfassen die archi-
medischen Kérper die néchstkom-
plexere Klasse konvexer Polyeder. Ihre Sei-

regularen Polyeder die (regu-
laren) platonischen Korper so-
wie die Prismen und Antiprismen aus.
tenflachen bestehen aus reguldren flachen Polygonen. Ebenso werden die beiden spiegelbildlichen Varian-
Jeder Eckpunkt lasst sich mit Hilfe einer Drehung oder  ten des abgeschragten Wurfels und des abgeschragten
Spiegelung in jeden anderen Eckpunkt uberfuhren, Dodekaeders nicht zusétzlich mitgezahlt. Insgesamt
sodass sich der transformierte Korper nicht vom ur-  ergeben sich damit 13 archimedische Kérper — ein
springlichen Kérper unterscheidet. Per Definitionem  Resultat, das schon dem Namenspatron Archimedes
schlieBt man aus dieser Klasse der sogenannten halb-  (287-212 v. Chr.) bekannt war.

P. Adam, A. Wyss Platonische und archimedische Korper, ihre Sternformen und polaren Gebilde Verlag Freies Geistesleben, 1994
G. W. Hart http://www.georgehart.com/virtual-polyhedra/vp.html Virtual Polyhedra
Wikipedia http://de.wikipedia.org/wiki/Archimedische_Korper Archimedische Korper
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Archimedische Korper

Ikosaederstumpf (FuBball)

/N

Dodekaederstumpf

Rhombenikosidodekaeder lkosidodekaeder

Abgeschragtes Dodekaeder

Tetraederstumpf

Die archimedischen Korper lassen sich (mehr oder we-
niger leicht) aus den platonischen Kérpern durch Ab-
schneiden von Ecken und Kanten erzeugen. Auf diesen
Vorgang nehmen auch die Namen, wie Wirfelstumpf,
Bezug. In der Galerie sind die Polyeder vergleichbar
positioniert und zusammengehoérende Flachen gleich
eingefarbt: Das Hauptbild und die linke Funfergruppe
(ohne Tetraederstumpf) enthalt sechs Polyeder, deren
rote Seiten Teilmengen eines zugrunde liegenden Do-

Oktaederstumpf Wirfelstumpf

Kuboktaeder Rhombenkuboktaeder

GroBes Rhombenkuboktaeder

Abgeschragter Wirfel

dekaeders und deren gelbe Seiten Teilmengen eines
Tkosaeders sind. Die beiden rechten Spalten zeigen
eine zweite Gruppe von sechs Polyedern, deren gelbe
Flachen Teilmengen eines Wurfels und deren blaue
Fléachen Teilmengen eines Oktaeders sind. Der Tetra-
ederstumpf erscheint in dieser Galerie als Sonderling,
da das Tetraeder zu sich selbst dual ist und fortgesetz-
tes Abschneiden der kleineren Seiten des Tetraeder-
stumpfes wieder ein Tetraeder liefern wurde.
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Johnson- und Catalan-Korper

Rhombisches
Triakontaeder

Rhombisches
Dodekaeder

Jenseits der regularen und halbregularen Polyeder gibt
es viele weitere regelmiBige Polyeder. Zum Beispiel be- Q
stehen das rhombische Dodekaeder und das rhombi- 5-Prisma || pm—

sche Triakontaeder zwar aus regelm#0igen Rauten, aber
erstens sind Rauten keine regelmaBigen Polygone, und
zweitens haben beide Kérper unterschiedliche Typen
von Ecken (rot und blau mit unterschiedlicher Valenz,
also Anzahl der angrenzenden Kanten). Die Sternpoly-

eder (rechts oben) verletzen das Konvexitéitsgebot und

sind deshalb ebenfalls nicht regular.

Prismen und Antiprismen gibt es zu jedem regularen
Polygon als Basisfliche. Aufgrund dieser einfachen
Konstruktion werden sie bei den archimedischen Kor-

pern ausgeschlossen. 5-Antiprisma

M. J. Wenninger Polyhedron Models Cambridge University Press, Cambridge, 1989
A. Holden Shapes, Space and Symmetry Dover Publ., New York, 1991
Wikipedia http://de.wikipedia.org/wiki/Johnson-Korper Johnson-Korper



8 Auszug aus:
Bilder der Mathematik
Georg Glaeser, Konrad Polthier

Johnson- und Catalan-Korper

Die beiden Sterndodekaeder waren schon Johannes
Kepler bekannt, der sie 1619 beschrieb. Beide Polyeder
entstehen jeweils durch ,Nachaulenziehen® der Mit-
telpunkte eines Dodekaeders (links) bzw. eines Ikosa-
eders (rechts), bis Planaritit mit den anderen Seiten
entsteht.

Eine bemerkenswerte Beobachtung wurde 1930 von
Jeffrey C. P. Miller (1906-1981) gemacht, der beinahe
einen weiteren archimedischen Kérper entdeckte, das
Pseudo-Rhombenkuboktaeder — sofern man nicht die
von uns verwendete globale Eckengleichheit verwen- Pseudo-Rhomben-
det, sondern nur die Eckenfiguren vergleicht. Es ent- kuboktaeder
steht aus dem Rhombenkuboktaeder durch Verdrehen
des unteren Drittels um 45°. Es gehort zur Klasse der
Johnson-Kérper, die alle konvexen, aus reguldren Sei-
ten aufgebauten Polyeder jenseits der besprochenen
umfassen.

Kleines Sterndodekaeder GroBes Sterndodekaeder

Catalan-Korper zum
abgeschragten Wrfel

. Die Catalan-Kérper

| bestehen jeweils aus

lauter identischen, nicht-

regulédren Seitenflichen und sind dual zu den archime-
dischen Koérpern, wobei Eckpunkte und Flachen mit
Fléachen und Eckpunkten des anderen Polyedertyps
korrespondieren.

Dadie zugehorigen archimedischen Kérper unterschiedli-
che Seiten besitzen, haben die Catalan-Korper unterschied-
liche Eckentypen. Im linken Bild wird die Konstruktion eines
Catalan-Korpers aus den Flachenmitten eines abgeschrigten

Wirfels gezeigt.
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Die Geometrie des FuBballs

Die Symmetrie der Kugel

Der klassische Lederfu3ball wird aus 20 weillen Sechs-
ecken und zwolf schwarzen Funfecken genéht. Diese
magischen Zahlen erinnern an die Anzahl der Ecken
und Flachen eines Dodekaeders, dessen rote Kanten
rechts im Bild auf den Europass-FuBball gezeichnet
wurden.

Es ranken sich viele Theorien, warum der FulBball
gerade als abgestumpftes Ikosaeder realisiert wurde.
Man hatte auch einen Wirfel oder ein anderes archi-
medisches oder reguléres Polyeder verwenden kénnen.
Im Vergleich zu anderen Kérpern mit vergleichbarem

Verhaltnis der Radien von Umkugel zu Inkugel mini-
miert der klassische FulBball allerdings die Anzahl der
Kanten pro Ecke (3) sowie die Anzahl der Lederflecken
(32) und der Nahte (90). In gewisser Hinsicht ist der
klassische FuBball damit optimal. Die Balle der Welt-
meisterschaft 2006 (Teamgeist) und Europameister-
schaft 2008 (Europass) zeigen trotz ihrer Unterschiede
erhebliche Ahnlichkeiten zum klassischen FuB3ball: Zur
Verdeutlichung wurden in Rot die Kanten eines Do-
dekaeders aufgemalt. In Blau sehen wir einen Wurfel,
dessen Seiten jeweils einem Flansch sowie jeweils zwe1
Dodekaederseiten zugeordnet sind.

-

V. Braungardt, D. Kotschick Die Klassifikation von FufSballmustern Math. Semesterberichte, 2007, 54:53-68
adidas AG www.press.adidas.com/de/desktopdefault.aspx/tabid-16/94_read-8454/ Adidas Spielball der UEFA EURO 2008
Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/Point_groups_in_three_dimensions Point groups in three dimensions
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Die Geometrie des Fuf’balls

Der Teamgeist von 2006 und der Europass 2008 haben
die Symmetrie eines Pyritkristalls. Wie ein Dodekaeder
besteht das Kristall aus zwolf Funfecken, allerdings ha-
ben die Funfecke unterschiedliche Seitenlédngen und
sind paarweise an ihrer kurzesten Kante verbunden.
Damit hat der aktuelle FuB3ball eine reduzierte Symme-
trie gegentiber dem klassischen FulBball aus Funf- und
Sechsecken.

Die Bildsequenz auf dieser Seite zeigt die Konstruktion
des Europass, ausgehend von einem Wirfel. Zunachst
bekommen die Wiirfelseiten durch einen Flansch eine
Orlentierung, jeweils um 90° gedreht gegentuber ihren

Nachbarflichen. Im zweiten Bild erhalt der Whirfel ein

Wirfel mit
Symmetrie des Pyritkristalls

Konstruktion des Europass-FuB-
balls vom Wirfel Uber das Pyrit-
Dodekaeder zur runden Kugel

Dodekaeder mit Pyritsymmetrie tbergestilpt, wobel
jeder Wurfelseite ein Paar von Funfecken zugeordnet
wird. Weiteres Abrunden liefert in den folgenden Bil-
dern den fertigen FuB3ball.

Interessant ist der Produktionsprozess der Hersteller-
firma Adidas. Dort wird zunéchst eine innere Gummi-
haut als reines Dodekaeder erzeugt, auf dem dann die
sechs Flansche und acht Ecksterne aufgeklebt werden.

Die mathematische Analyse der Symmetrieeigenschat-
ten der aktuellen Fulbille sagt natiirlich nichts tber
deren physikalischen Vorteile aus.
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8 Minimalflichen und Seifenblasen

Periodische Minimalflachen

Blick in das Labyrinth der P-Flache von Schwarz

Periodische Minimalflichen formen die groBte be-
kannte Klasse von eingebetteten Minimalfldchen ohne
Selbstschnitte. Anschaulich kénnen wir eine periodi-
sche Flache mit Hilfe eines konvexen Polyeders her-
stellen, indem wir eine Seifenhaut, dhnlich dem Ger-
gonne-Problem, finden, die tberall senkrecht auf die
Seiten des Polyeders trifft. Dies ist nicht einfach, aber
im Erfolgsfall ist die Randkurve eine Symmetrielinie,

und die Flache kann durch Spiegelung an der Poly-
ederseite in das Nachbarpolyeder fortgesetzt werden.
Beginnend mit Hermann Amandus Schwarz, seinem
Schuler Edvard Neovius und spater von Howard Jen-
kins, James Serrin, Alan Schoen, Werner Fischer, Elke
Kochund Hermann Karcher wurden eine Vielzahl von
dreifach periodischen Minimalflichen gefunden, die
sich unendlich tiber den ganzen Raum erstrecken.

Bild links von Andreas Arnez, Konrad Polthier, Martin Steffens, Christian Teitzel
H. Karcher, K. Polthier Construction of triply periodic minimal surfaces Phil. Trans. R. Soc. Lond. A, 1996, 354
K. Brakke www.susqu.edu/brakke/evolver/examples/periodic/periodic.html Triply periodic minimal surfaces
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Periodische Minimalflachen

Fundamentalzellen von einfachen periodischen Flachen.
Von links: Schwarz-P, Neovius, I-Wp, F-Rd, 8 Zellen der F-Rd.

Eingebettete periodische Minimalfldchen trennen den
Raum in zwei disjunkte Gebiete, nennen wir sie Inne-
res und AuBeres. Beide Gebiete bilden zwei miteinan-
der verwobene, unendlich ausgedehnte Labyrinthe im
Raum, die von der Minimalfliche als Zwischenwand
getrennt werden. Diese Sichtweise inspirierte den
NASA-Forscher Alan Schoen zur experimentellen

Inneres und duBeres Labyrinth getrennt durch die P-Flache

Konstruktion einer Viel-
zahl von periodischen
Minimalflichen. Er be-
trachtete Kuristallstruktu-
ren, bei denen die positiv
und negativ geladenen
Atome zwel getrennte,
aber sich durchdringende Gitter bilden, sozusagen ein
positiv und ein negativ geladenes Gitter. Die Aqui-
potentialflache zur Ladung 0 ist dann eine die beiden
Gitter trennende Fliache. Wenngleich dieser Ansatz auf
sehr anschaulichen Argumenten basiert und die Aqui-
potentialfliche keine exakte Minimalflache darstellt,
so war die Idee dennoch eine effektive Heuristik und
fithrte zur Konstruktion vieler Beispiele.

H'-T-Flache von Alan Schoen
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9 Parkette und Packungen

Bandornamente
Es gibt genau sieben Grundtypen.

L] ok = % =
> e fL b T
af/| of ef od od odf o odi od;
6 od; e oad; b edi
o eq: Po| eq: /Po e Po e Po e P
ad; e af Do adi Do ad’ Do ad’ b

( J. Beyer Tesselation — Quilts entwerfen Schafer, 2001
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Bandornamente

Zwei gleichsinnig kongruente Figuren koénnen immer
durch eine Drehung oder Schiebung, zwei gegensin-
nig kongruente Figuren immer durch eine Spiegelung
oder Gleitspiegelung (Spiegelung und anschlieBende

Bandornament herauskommt. Wie wir es auch drehen
und wenden: Es gibt nur sechs verschiedene erweiterte
Primaérzellen, sodass wir in der Summe maximal sie-
ben unterschiedliche Bandmuster aus einer Primérzelle

Verschiebung ldngs der Spiegelachse) ineinander tiber-  erzeugen kénnen.

gefthrt werden.

Bandornamente sind einfach-periodische Muster,
deren Grundmuster aus elementaren Kopien einer
Primérzelle entstehen. Um sie herstellen zu kénnen,
betrachten wir eine (einer quadratischen ,Primérzel-
le“ eingeschriebene) Grundfigur und unterwerfen sie
einer dieser Transformationen. Aus der Primérzelle
lasst sich durch Schiebungen lings der Hauptrich-
tungen bzw. Diagonalrichtungen, Drehungen um den
Mittelpunkt durch Vielfache von 90° und Spiegelungen
an den beiden Mittelachsen bzw. den beiden Diagona-
len ein Ornament erzeugen. Sehen wir von der reinen
Verschiebung der Primarzelle ab, die ein einfaches und
lediglich triviales Bandmuster erzeugt, welches nicht
sonderlich interessant ist. Nun kénnen wir zwei bzw.
vier gleichsinnig oder gegensinnig kongruente Primar-
zellen aneinander- bzw. auch tbereinander reihen,
sodass bei Wiederholung des erweiterten Musters ein

PR EEREP N

Ornament

Halbdrehung?

Nein

Spiegelung an
Langsachse?

Spiegelung an
Langsachse?

Ja Nein Ja

Spiegelung an
Querachse?

Nein

Spiegelung an
Querachse?

Ja Nein

“ul N N N, N
W] NANANANY
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o et
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44 4444

-

H. S. M. Coxeter Unvergdngliche Geometrie, 2. Auflage
C. Knipping www.staff.uni-oldenburg.de/christine. knipping/Skripte/Skripte/Vorl-Wo2.pdf



15 Auszug aus:
Bilder der Mathematik
Georg Glaeser, Konrad Polthier

9 Parkette und Packungen

Wie erzeugt man beliebig
viele unterschiedlich aus-
sehende Parkettierungen

der Ebene?

Betrachten wir ein Par-
allelogramm: Damit kann

man schon einmal die Ebene

abdecken. Verandern wir nun eine
der vier Seiten beliebig und die parallele
Seite identisch, passen die Muster noch immer
zusammen.

Jeder Baustein entsteht aus dem anderen durch Ver-
schiebung. Nun lassen sich auch die anderen beiden
parallelen Seiten des urspringlichen Parallelogramms
zu beliebigen, aber kongruenten Linienztugen verar-

Ornamentik

Parkettierung der Ebene

beiten, ohne dass sich am
Prinzip etwas andert.

Nehmen wir diesmal ein

Quadrat (auch ein Par-

allelogramm) zu Hilfe.

Andern wir nur eine der

vier Seiten so, dass der

Linienzug punktsymme-

trisch zum Mittelpunkt

der Strecke ist. Der so

erhaltene Baustein ldsst

sich durch Spiegelung an diesem Mittelpunkt in einen
gleichsinnig kongruenten Baustein transformieren.

Wir kénnen sogar alle vier Seiten des Parallelogramms
(Quadrats) andersartig so ersetzen, dass die neuen
Linienzige zum jewel-
ligen  Seitenmittelpunkt
spiegelsymmetrisch sind,
ohne dass sich an der
Uberlegung etwas dndert.
Damit erhalten wir ein
Muster wie im Bild links.
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Ornamentik

17 ebene Symmetriegruppen

In der Alhambra-Burg
im spanischen Grana-
da wurden alle 17 ebe-
nen Symmetriemuster in
kunstvollen Wandkacheln
abgebildet, lange vor ih-
rer mathematischen
Klassifikation.

Man kann versuchen, eine
Systematik in die gar nicht
so leicht durchschaubare
Fulle von Moglichkeiten
zu bringen, die Ebene zu
ptlastern.

Das angefiihrte Fluss-
diagramm ermoglicht es,
jedes Ornament in eines
der 17 angegebenen Mog-
lichkeiten einzuordnen.

Notation nach Hermann Mauguin

C. Rohrbach www.claus-rohrbach.de/Symm-home.pdf Symmetrie und Ornamentik - Technische Universitat Darmstadt
Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group#The_seventeen_groups Wallpaper Group

A. Costa Arabesques and Geometry VHS, Springer Verlag 1999
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Der vierdimensionale Wurfel

Das Sprungbrett zum Verstandnis héherer Dimensionen

Man nehme ein Quadrat, verschiebe es um eine gewis-
se Strecke 1n der Ebene, wobei Anfangs- und Endlage
sowle die Schubstrecken
der Punkte eingezeich-
net werden. Unsere Vor-
stellungskraft erlaubt es,
diese Ansammlung von
Strecken als Parallelpro-
jektion eines Wurfels aus
dem gewohnlichen drei-
dimensionalen Raum auf
die zweldimensionale
Zeichenebene zu inter-
pretieren, wobel wir acht
Eckpunkte, zwolf Kanten
und sechs Seitenflachen
abzahlen.

,Extrapolieren® wir diesen Gedankengang: Man neh-
me einen WAirfel und verschiebe thn um eine Strecke
im Raum. Damit erhalten wir die raumliche Parallel-
projektion eines ,Hyperwirfels“. Nachdem unsere
Zeichenebene nach wie vor zweidimensional ist, brau-
chen wir eine weitere Projektion. Im Spezialfall kann
man das Resultat wie links oben darstellen.

Entscheidet man sich fur Zentralprojektionen, kann
das Ergebnis fur gewohnliche Wurfel wie rechts aus-
sehen, im Fall des Hyperkubus wie links
unten. In jeder Ecke stofen vier Wiirfel,
sechs Quadrate und vier Kanten zusam-

men ...

( J. Koller www.mathematische-basteleien.de/hyperkubus.htm Hyperkubus - Mathematische Basteleien
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... und seine Abwicklung

Salvador Dali (1904-1989) hat 1954 seinen berthmten
Corpus Hypercubus gemalt. Dabei hat er den abgew:-
ckelten Hyperwiirfel gemalt, bei dem acht Wurfel zu-
sammen ein Kreuz bilden.

Beim Abwickeln des gewohnlichen Warfels klappen
wir die Seitenflichen nacheinander um die Kanten des

Wiirfels und erhalten sechs Quadrate in der Ebene.

Der Hyperwirfel besitzt acht gewohnliche Wirfel als
Begrenzung. Diese mussen um ,Randebenen® so ge-
dreht werden, dass sie in den gewohnlichen dreidimen-
sionalen Raum gelangen. So etwas rechnet man am .
besten. Die Abbildungsserie zeigt, wie die Drehungen ' Corpus
der ,Seitenwirfel“ fiir uns aussehen koénnten.

Hypercubus

( H. Walser www.math.unibas.ch/ ~ walser/Vortraege/Vortrag39/Skript/Hyperwuerfel. pdf
Der n-dimensionale Hyperwiirfel - Universitdt Basel
A., W. Piechatzek www.mathematik-piechatzek.de/Entwurf/Hyperwuerfel/Analogie/analogie. html
Analogie - Mathematik Piechatzek
Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/Net_(polyhedron) Net
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10 Raumformen und Dimensionen

Das Hyperdodekaeder

aus 120 Zellen

Das Hyperdodekaeder besteht aus
120 reguléaren Dodekaedern

Eine Pflasterung des uns umgebenden dreidimensio-
nalen Raumes aus regularen Korpern ist recht langwei-
lig, da sie nur aus Stapeln von Wurfeln bestehen kann.
Umso interessanter ist der hyperbolische Raum und
die 3-Sphare, die sich beide mit geeignet skalierten, re-

guldren Dodekaedern pflastern lassen. In der 3-Sphére
gibt es Dodekaeder mit 120°-Kantenwinkel. Hiervon
werden genau 120 Exemplare benoétigt, um die ganze
3-Sphare luckenlos zu fullen. Auf der rechten Seite
wird die Idee der Konstruktion anschaulich illustriert.

Bilder von Gian Marco Todesco

G. M. Todesco Konstruktion eines Hyperdodekaeders in: MathFilm Festival 2008, Springer Verlag, DVD, 2008
MathFilm Festival 2008 www.mathfilm2008.de/2008.003.04 Konstruktion eines Hyperdodekaeders
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Das Hyperdodekaeder

Die 3-Sphire ist die Einheitskugel im
vierdimensionalen Raum und damit
selber ein dreidimensionaler Raum. In
der 3-Sphare gibt es reguldre Dodeka-
eder mit einem Kantenwinkel von 120°.
Damit kénnen genau drei Dodekaeder
um eine Kante angeordnet werden. Mit
etwas Nachdenken erkennt man, dass
vier Dodekaeder passend den Raum um
eine Ecke ausfillen. Aus diesen lokalen
Eigenschaften folgt, das damit die ganze
3-Sphare ausgefullt werden kann.

Fur emne luckenlose Pflasterung der
3-Sphare beginnen wir mit dem gelben

Stapel von zehn Dodekaedern (a) und
ordnen anschlieBend fiinf weitere Stapel
spiralformig darum an (b). Zusammen
mit einem zweiten solchen Makro-Sta-
pel (c) kommen wir auf 2 -6 - 10 = 120
Dodekaeder. In der 3-Sphire schlielen
wir nun beide Stapel (d+e) zu Kreisen
und erhalten eine raumfullende Pflas-
terung (f) der 3-Sphare. Zur besseren
Visualisierungen haben wir 3-Sphare
aus dem vierdimensionalen Raum ste-
reographisch in den uns umgebenden
dreidimensionalen Raum projiziert. Al-
lerdings erscheinen nun die Dodekaeder
nicht mehr alle in gleicher GroBe.

Der Aufbau des Hyperdodekaeders ist in der Bildsequenz (a) — (f) gezeigt. Be-
ginnend mit einem Stapel aus zehn Dodekaedern werden finf weitere Stapel
angehéngt. Zwei solcher Makro-Stapel ergeben schlieBlich eine vollstandige

Pflasterung der 3-Sphare.

(@)
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Spiegelungen

& b % Y i

Spiegelkabinette kénnen auf einfache Weise unend- lassen. Im obigen Bild schauen wir mit der Kamera
liche mathematische Raume erzeugen oder aus ele- durch eine abgeschnittene Ecke in das Innere eines
mentaren Bausteinen komplexe Reflexionen entstehen ~ Wiirfels, dessen Innenseiten alle verspiegelt sind (s. a.

Bilder von Jiirgen Richter-Gebert
J.H. Conway, H. Burgiel, C. Goodman-Strass The Symmetry of Things A K Peters (2008)
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Spiegelungen

Skizze rechts oben). Der
Sehstrahl wird dabei un-
endlich oft zwischen den
Seitenwinden hin und
her gespiegelt und liefert
dadurch den Eindruck
der unendlichen Tiefe. (%

Verspiegelte Ecke: Aus einem

einzelnen Dreieck entsteht
ein Oktaeder.

Beim Aufbau
Spiegelkabinette
ausgesprochen sorgfaltig

gearbeitet werden. Der Winkel zwischen zwe1 Spiegeln
muss ltickenlos konstruiert werden und exakt ein ganz-
zahliger Anteil des Gesamtwinkels sein. Die oberen
Bilder zeigen den Strahlenverlauf in einer Spiegelecke.
Unten sehen wir zwei Kon-
figurationen, die zu periodi-
schen Pflasterungen der Ebe-

solcher
muss

Strahlengang in einer ver-
spiegelten Ecke.

Abgeschnittener Wurfel, der
fir das groBe Bild links ver-
wendet wurde.

ne mit einem rechtwinkligen und einem gleichseitigen
Dreieck ftihren. Kleinste Verdnderungen in der Spiegel-
anordnung wurden den raumlichen Eindruck zunichte
machen.

Kann man die Winkel der Fun-

damentaldreiecke in den bei-
den unteren Bildern erraten?

Die beiden Pflasterungen der Ebene mit Dreiecken wurden mit
jeweils einem Satz von senkrecht stehenden Spiegeln erzeugt.




